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 المستخلص
اضات  ي تنص على ان ذلك المتغتر يكون متغتر البالخطي الخاصة انموذج الانحدار افتر التفستر

اضات ذو قيما ثابتة للعينات المتكررة ومستقل عن حد ي للأنموذج. هذه الافتر
ود الخطأ العشوائ 

ي عشوائيا بمعنى أن قيمه  من الناحية العملية قد تكون غتر متحققة، اذ يكون المتغتر التفستر
ي هذه الحالة يطلق علىتحدث باحتمالية 

ى
هذا الانموذج بأنموذج الانحدار الخطي  معينة، ف

ي 
ي تمثيل علاق الذي له استعمالات واسعة العشوائ 

ى
ي مختلف ف

ى
ات ف ى المتغتر ة الانحدار بير

اضات المذكورة فأنالظواهر الاقتصادية او الحياتية،  مقدرات  ونتيجة لعدم تحقق الافتر
ى  المربعات الصغرى تفقد بعض او جميع خواصها المثلى وذلك حسب طبيعة العلاقة بير

 . ي
ي وحدود الخطأ العشوائ 

ي العشوائ  ستعمال طرائق بديلة لذا يتم اللجوء الى ا المتغتر التفستر
تمكننا من الحصول على مقدرات تتصف بالخصائص المرغوبة، تعد طرائق التقدير الحصينة 
ى  ي هذا البحث تم استعمال طريقتير

ى
بديل مناسب لطريقة المربعات الصغرى الاعتيادية، ف

ى هما طريقة   ةطريقة الإمكان التجريبية الحصينو  ( (MMLEالإمكان الأعظم المعدلة حصينتير
 ( REL) ي تقدير معاملات . الطريقة الأولى تم استعمالها

ى
ى ف سابقا من قبل العديد من الباحثير

، ي
أما الطريقة الثانية فقد تم توظيفها من قبلنا اذ لم تستعمل سابقا  انموذج الانحدار العشوائ 

ي حالة معالجة المشاكل القي
ى
ي تقدير معاملات الانموذج موضوع البحث وانما استعملت ف

ى
اسية ف

ي التقدير 
أو عندما تحتوي البيانات على قيما شاذة أو متطرفة. يهدف البحث الى استعمال طرقنر

ي تقدير 
ى
ى ف ى حجم كريات الدم الحمراء )  الخطي العشوائية الانحدار  علاقةالمذكورتير  PCVبير

ي بالاعتماد على بينات عينة  RBS( كمتغتر استجابة وسكر الدم ) 
( كمتغتر توضيحي عشوائ 

ى بأمراض القلب 30عشوائية مؤلفة من   . مريض من المصابير

، انموذج الانحدار الكلمات المفتاحية:  ي
ي العشوائ  ، طريقة  الخطي  المتغتر التفستر ي

العشوائ 
ي الحصينة )  الامكان، طريقة  ( (MMLEالامكان الاعظم المعدلة   ( .  RELالتجرين 

Abstract: 
The assumptions of the linear regression model regarding the 
explanatory variable states that this variable has fixed values for 
repeated samples and is independent of the random error terms of the 
model. These assumptions in practice may not be realized, as the 
explanatory variable is random in the sense that its values occur with a 
certain probability. In this case, this model is called the random linear 
regression model, which has wide used in representing the regression 
relationship between variables in various economic or life phenomena. 
As a result of the non-fulfillment of the mentioned assumptions, the least 



 2024حزيران    يوليو /  –نيالعش  الثالث و العدد                                                          لعلوم الاحصائية مجلة ا

 

3 
 

squares estimators lose some or all of their optimal properties, 
depending on the nature of the relationship between the random 
explanatory variable and the random error terms. Therefore, alternative 
methods are resorted to that enable us to obtain estimators that have 
the desired characteristics. Robust estimation methods are a suitable 
alternative to the ordinary least squares method. In this research, two 
robust methods were used, namely the Modified Maximum likelihood 
(MML) and Robust Empirical Likelihood (REL). The first method was 
previously used by many researchers to estimate the coefficients of the 
random regression model, as for the second method, it was employed 
by us, as it was not used previously in estimating the coefficients of the 
model under research, but rather it was used in the case of addressing 
standard problems or when the data contains outliers or extreme values. 
The research aims to use the two mentioned estimation methods to 
estimate the random linear regression relationship between red blood 
cell volume (PCV) as a response variable and blood sugar (RBS) as a 
random explanatory variable based on the data of a random sample of 
30 patients with heart disease. 

Keywords: Random Explanatory Variable, Random Linear Regression 
model, Modified Maximum likelihood Method, Robust Empirical 
Likelihood Mrthod. 

 المقدمة:  -1
ي 
ى
ية تكون ثابتة ف ات التفستر من الفرضيات الأساسية لأنموذج الانحدار الخطي هي ان المتغتر
اض قد يكون من الناحية العملية غتر متحقق، كما هو الحال  العينات المتكررة، غتر ان هذا الافتر

ية عشوائية، ات التفستر ي اغلب الظواهر الاقتصادية والحياتية، اذ تكون المتغتر
ى
بمعنى قيم  ف

ية تحدث باحتمالية  ات التفستر ات ليست ثابتة، لذلك فأن القيم المختلفة للمتغتر تلك المتغتر
ي جنبًا إلى جنب مع قيم متغتر   .معينة ي مثل هذه الحالات يتم تحديد قيم المتغتر التفستر

ى
ف

 من التحكم بقيمها من قبل القائ
ً
ى بعمل الاستجابة كنتيجة لبعض آليات الاحتمالات، بدلا مير

 التجربة. 
ية  ات تفستر ي حال اعتماد طريقة المربعات الصغرى لتقدير معاملات انموذج الانحدار بمتغتر

ى
ف

عشوائية فان تقديرات تلك الطريقة لمعاملات الانموذج تفقد بعض او جميع خواصها المثلى، 
ي وح

ي العشوائ  ات التفستر ى المتغتر أو المتغتر دود الخطأ وذلك يعتمد على نوع العلاقة بير
ى  ي هذه الحالة يجب البحث عن طرائق بديلة عن طريقة المربعات الصغرى تتمتر

ى
. ف ي

العشوائ 
اضات انموذج الانحدار الخطي ومن تلك الطرائق هي  ا ً بالانحراف عن افتر بالكفاءة ولا تتأثر كثتر

يقة (  وطر  MMLEالطرائق الحصينة، ومن تلك الطرائق، طريقة الامكان الاعظم المعدلة ) 
ي الحصينة )   (.   RELالاحتمال التجرين 

ية عشوائية هو الباحث  ات تفستر ي عام  Kerridgeأول من تعامل مع انموذج الانحدار بمتغتر
ى
ف

ية المناظرة لقيم متغتر الاستجابة مسحوبة 4، ] 1967 ات التفستر ض ان قيم المتغتر
[ ، اذ افتر
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ات ومستقل ي للأنموذج, من مجتمع ذو توزي    ع طبيعي متعدد المتغتر
ة عن حدود الخطأ العشوائ 

وعمل على تحليل الخطأ الناتج عن عملية التقدير, أوضح انه من المفيد دراسة انموذج 
اح  ية عشوائية بالرغم من اقتر ات تفستر ي عام  Ehrenbergالانحدار بمتغتر

ى
بان دراسة  1963ف

ية كبتر هذا الانموذج يكون غتر مجدي ومحدود خصوصا عندما يكون عدد المتغ ات التفستر . تر

Lai  وWei  عملا على دراسة خصاص مقدرات المربعات الصغرى لنماذج ،  [5]،  1981عام
ي وحدود الخطأ 

ي العشوائ  اضات خاصة بالمتغتر التفستر
ي ضوء افتر

ى
الانحدار العشوائية ف

 . ي
 العشوائ 

Tiku   وVaugham  ,1997 [ ,8] ، المعدلة عملا على استعمال طريقة الإمكان الأعظم
modified maximum likelihood method  ي

ي تقدير معاملات انموذج الانحدار الثنائ 
ى
ف

ي تقدير هذ الانموذج 
ى
ي اذ بينا ان استعمال مقدرات الإمكان الأعظم ف

ي عشوائ  بمتغتر تفستر
تكون مستعصية على الحل ويصعب حلها تكراريًا, وبينا ان مقدرات الإمكان الأعظم المعدلة 

ي  هي دوال صريحة بمشاهدات العينة ، وبالتالىي فهي سهلة الحساب وإنها كفؤة بشكل تقرين 
ي عام 

ى
ة ، فهي كفؤة بشكل كامل. وف استعملا أيضا  2000تمامًا ، وبالنسبة للعينات الصغتر

ضا ان  ي اذ افتر
ي عشوائ  ي تقدير انموذج الانحدار بمتغتر تفستر

ى
طريقة الإمكان الأعظم المعدلة ف

وان التوزي    ع  extreme value distributionتوزع وفق توزي    ع القيمة المتطرفة هذا المتغتر ي
، وان تلك التقديرات تكون كفؤة بشكل كبتر كما  طي لمتغتر الاستجابة هو التوزي    ع الطبيعي

الش 
 اشتقا طريقة اختبار الفرضية الخاصة بمعاملات الانموذج. 

Islam  وTiku  ,2004[ ,2اشتقا مقدرات الإمكان ا ] لأعظم المعدلة ومقدراتM  لمعاملات
اض ان الأخطاء العشوائية لا تتبع التوزي    ع الطبيعي  انموذج الانحدار الخطي المتعدد تحت افتر
اذ توصلا الى ان تلك المقدرات تكون كفؤة وحصينة, وان مقدرات المربعات الصغرى 

 الاعتيادية تكون اقل كفاءة. 
 Sazak  وTiku  وIslam  ,2006 [ ,8ا ] ستعملا  مقدرات الإمكان الأعظم المعدلة لمعاملات

اض ان كل من المتغتر  ي تتصف بالكفاءة والحصانة وبافتر
ي النر

انموذج الانحدار الخطي العشوائ 
ي العام 

ي والاخطاء العشوائية تتبع توزي    ع اللوجسنر
ي العشوائ   Generalized logisticالتفستر

distribution .   نفس النتيجة توصل اليهاIslam   وTiku  ,2010 [ ,3]  ي اعتماد نفس
ى
ف

الطريقة الحصينة لتقدير انموذج الانحدار الخطي المتعدد عندما لا يتبع كل من المتغتر 
 . ي والاخطاء العشوائية التوزي    ع الطبيعي  التفستر

ي هذا البحث تم استعمال
ى
ى  ف ى حصينتير الذي تقدير معاملات انموذج الانحدار الخطي ل طريقتير

ى حجم كريات الدم الحمراء )لاقة يمثل الع ( كمتغتر RBS( كمتغتر استجابة وسكر الدم )PCVبير
ي 
طريقة الامكان والثانية تمثل الاعظم المعدلة  طريقة الإمكان , الأولى تمثلتوضيحي عشوائ 

, اذ يهدف البحث الى التوصل الى افضل تقدير لأنموذج الانحدار موضوع الحصينة ةالتجريبي
ى بأمراض القلب 30د على بينات عينة عشوائية مؤلفة من الاعتماالبحث ب . مريض من المصابير

ي تقدير معاملات انموذج الانحدار  الها تم استعممن الجدير بالملاحظة أن الطريقة الثانية 
ى
ف

ي حالة معاناة الانموذج من بعض المشاكل القياسية ولكن لم 
ى
تستعمل بوجود القيم الشاذة او ف

ي تقدير انم
ى
، سابقا ف ي

ي عشوائ  لبيان مدى  ا من قبلنا سيتم توظيفهو وذج الانحدار بمتغتر تفستر
ي 
ى
ي فاعليتها ف

ي عشوائ   تقدير انموذج الانحدار بمتغتر تفستر

ي  -2
 
ي عشوان  انموذج الانحدار الخطي بمتغت  تفست 

ى بالعلاقة الآتية:  اض انموذج الانحدار الخطي البسيط المبير  بافتر
𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝑢𝑖  … . . . (1) 
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n𝑌𝑖   ي ذو قيما مستقلة يمثل متغتر الاستجابة
هو متغتر عشوائ 

ض ان يتوزع وفق التوزي    ع الطبيعي بمتوسط يساوي 
, اذ  𝜎2   ،𝑋𝑖𝑗وتباين  𝐸(𝑌𝑖)والذي يفتر

𝑖أن  = 1,2, … , 𝑛  ,𝑗 = 1,2, … , 𝑝  تمثل ,p ات ض ان  من المتغتر ية والذي يفتر التفستر
ض ان تكون قيمها  𝑢𝑖تكون ثابتة للعينات المتكررة،  ي يفتر

هي الأخطاء العشوائية للأنموذج والنر
ي الكثتر  .  𝜎2وتباين ثابت يساوي  0مستقلة وتتوزع وفق التوزي    ع الطبيعي بمتوسط يساوي 

ى
ف

ي لا يكو  ي هذه الحالة  ثابت نمن التطبيقات العملية المتغتر التفستر
ى
ي وف

وانما متغتر عشوائ 
، ]1فأن انموذج الانحدار وفق المعادلة ) ي

 [. 2( يسمى بأنموذج الانحدار العشوائ 
ي واحد أي انموذج احدار خطي  لغرض التبسيط سيتم التطرق الى حالة وجود متغتر تفستر

ي فان القيم المختلفة له تحدث و   بسيط. 
ي عشوائ  ي حالة كون المتغتر التفستر

ى
فق احتمالات ف

ى   اخر انها تتحدد مع قيم متغتر الاستجابة المناظرة لها وفق توزي    ع احتمالىي معير
معينة، بمعنى

ي يمكن 
ي العشوائ  بدلا من كونها مسيطر عليها من قبل القائم بعملية التجربة. المتغتر التفستر

اضات انموذج ان يتبع التوزي    ع الطبيعي أي نفس التوزي    ع الاحتمالىي لمتغتر الاستجابة وفق  افتر
  [. 2الانحدار، أو تتحد قيمه وفق أي توزي    ع احتمالىي اخر، ]

ي اض ان التوزي    ع الاحتمالىي للمتغتر التفستر هو توزي    ع القيمة المتطرفة وفق الدالة    Xبافتر
 :  [9]الآتية،الاحتمالية 

𝑓(𝑥) =  
1

θ
𝑒𝑥 𝑝 [− (

𝑥 − 𝛼

𝜃
) − 𝑒𝑥 𝑝 (−

𝑥 − 𝛼

𝜃
  )] ،   − ∞ < 𝑥 < ∞   … . . . (2) 

 Scale: تمثل معلمة القياس Location parameter ، θ: تمثل معلمة الموقع α أن،اذ 
parameter وعندما تكون .α = 𝜃و  0 = 1   . نحصل على توزي    ع القيمة المتطرفة القياسي

طي لمتغتر الاستجابة 
فيكون التوزي    ع الطبيعي وفق الدالة    Yاما التوزي    ع الاحتمالىي الش 

طية الآتية: الاحتمالية ا  لش 

𝑓(𝑌|𝑋 = 𝑥) = [2𝜋𝜎2(1 − 𝜌2)]−
1

2 𝑒𝑥𝑝 [−
1

2𝜎2((1−𝜌2)
(𝑦 − 𝛽0 − 𝜌

𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼))

2

]   − ∞ < 𝑦 < ∞  (3)   

𝛽0اذ أن ,  ∈ 𝑅  ،𝛽1 =  𝜌
𝜎

𝜃
    ,𝜎 > 1−و  0 < 𝜌 < 1  ,𝒖 = 𝑦 − 𝛽0 −

𝜌
𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼)  اذ ان ,u طي تمثل حدود الخطأ ال

ي تتبع التوزي    ع الطبيعي بمتوسط ش 
ي النر

عشوائ 

𝐸(𝑢|𝑋يساوي الصفر )  = 𝑥) = طي ثابت  (  وتباين  0
𝑉𝑎𝑟(𝑢 / 𝑋)ش  = 𝜎2(1 −

𝜌2) ,[  [ ,2اذ أن  :] 

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) = 𝛽0 − 𝜌
𝜎

𝜃
(𝑥 − 𝛼) … . . . (4) 

ي رائق التقدير الحصينة لمعاملات انموذج الانحدار الخطي العام بط -3 متغت  تفست 
 : ي
 عشوان 

ي تتضمن هذه الفقرة عرض 
ى التقدير الحصين لطريقنر ي تقدير  تير

ى
ي اعتمدت ف

موضوع البحث والنر
 . ي
ي عشوائ   انموذج الانحدار الخطي البسيط بمتغتر تفستر

 Modified Maximum Likelihood Methodطريقة الامكان الاعظم المعدلة 1 -3
(MMLE) 

ي وفق المعادلة )عملية تقدير معاملات انموذج 
ي عشوائ  ( باستعمال 1الانحدار بمتغتر تفستر

ى الاحتمالية ) (، تكون صعبة وغتر مجدية، 3( و )2طريقة الإمكان الأعظم وبالاعتماد على الدالتير
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اذ ان المعادلات الناتجة من اشتقاق دالة الإمكان ليس لها حلول صريحة وعملية حلها بالطرق 
وبات لعدم تحقق التقارب بشكل شي    ع او التقارب لقيم خاطئة التكرارية يكون محفوف بالصع

حة  علاوة عن ان لها جذور متعددة. لذا يتم استعمال طريقة الإمكان الأعظم المعدلة والمقتر
 Vaugham[ ،9 .]و  Tikuمن قبل 

كة لمتغتر الاستجابة 
ي  Yدالة الكثافة الاحتمالية المشتر :  Xوالمتغتر التفستر ي

 هي كالآئر

𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦\𝑥) = (
𝟏

θ
) (

𝟏

σ
) (1 − 𝜌2)−

1

2 exp [− (
𝑥−α

θ
) −

exp (−
𝑥−α

θ
)] 𝑒𝑥𝑝 [−

1

2𝜎2((1−𝜌2)
(𝑢𝑖)

2]         …. (5) 

 وعليه فأن دالة الإمكان تكون وفق الصيغة الآتية: 

𝐿 = (θ)−𝑛(σ)−𝑛(1 − 𝜌2)−
𝑛

2 exp [− ∑ ((
𝑥𝑖−α

θ
) + exp (−

𝑥𝑖−α

θ
))𝑛

𝑖=1 −

1

2𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 ]    …….. (6) 

اض أن )  ي الصيغة الآتية، بافتر
ى
𝑧𝑖وان لوغاريتم دالة الإمكان يكون كما ف = (

𝒙𝒊−𝛂

θ
)   ) 

LnL

= −nlnθ − nlnσ −
n

2
ln(1 − ρ2) − ∑(zi + exp(−zi))

n

i=1

− 
1

2σ2((1 − ρ2)
∑ ui

2

n

i=1

… . . (7) 

ي للمعادلة )
( ومساواتها 𝛽0 ، 𝝈 ، α، ρ   𝛽1 ،θ،( بالنسبة للمعاملات )7بالاشتقاق الجزئ 

ي بحلها نحصل على تقديرات تلك  بالصفر نحصل على
معادلات الإمكان الأعظم التالية النر

 المعاملات: 
𝜕 ln 𝐿

𝜕α
=

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ exp(−𝑧𝑖)𝑛

𝑖=1 −
𝜌

𝜃𝜎(1−𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1     = 0   …….(8) 

 

𝜕 ln 𝐿

𝜕θ
= −

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ 𝑧𝑖 exp(−𝑧𝑖) +

1

𝜃

𝑛

𝑖=1

∑ 𝑧𝑖 −
𝜌

𝜃𝜎(1 − 𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

  = 0 … … . . (9) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝛽0
=

1

𝜎2((1 − 𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

 = 0 … . . (10) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝜎
= −

𝑛

𝜎
+

1

𝜎3((1 − 𝜌2)
∑ 𝑢𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+
𝜌

𝜎2(1 − 𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0 … … … . . (11) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕ρ
=

𝑛𝜌

(1−𝜌2)
−

𝜌

𝜎2(1−𝜌2)2
∑ 𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 +

1

𝜎(1−𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛
𝑖=1 = 0 ….. (12) 

𝜕 ln 𝐿

𝜕𝛽1
=

𝜃

𝜎2(1 − 𝜌2)
∑ 𝑧𝑖𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0 … … (13) 

ى )  (13-8)( تتضمن حدود صعبة الحل مما يؤدي الى ان مجموعة المعادلات  9, 8المعادلتير
ي يجب حلها باستعمال الطرائق ال

تكرارية, لذا فان تقديرات الإمكان ليس لها حلول صريحة والنر
ي الى  الأعظم تكون صعبة الحصول. لمعالجة هذه المشكلة نلجأ الى تحويل المتغتر التفستر

𝒙(𝒊)   ,1الإحصاءات المرتبة  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  : ي
 , من خلال ترتيب قيمه تصاعديا وكالآئر

𝒙(𝟏) ≤ 𝒙(𝟐) ≤ ⋯ ≤ 𝒙(𝒏) ….(14) 

ي فان وبالاعتماد على القيم المرت تمثل قيم متغتر الاستجابة المناظرة  𝒚[𝒊]بة للمتغتر التفستر

:  𝑢𝑖والاخطاء العشوائية  𝑧𝑖, كذلك الصيغة القياسية   𝑥(𝑖)للقيم المرتبة   ي
 يعاد كتابتها كالآئر
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 𝑧(𝑖) =
𝑥(𝑖) − α

θ
  … … . . (15) 

𝒖[𝒊] = 𝒚[𝒊] − 𝛽0 − 𝜌
𝜎

𝜃
(𝒙(𝒊) − 𝛼) ……. (16) 

تيب القيم مما يؤدي الى ان     ∑ بما ان المجموع الكلىي للأخطاء لا يتأثر بتر 𝑢[𝑖]
𝑛
𝑖=1 = 0 

∑و 𝑧(𝑖)𝑢[𝑖]
𝑛
𝑖=1 = :   (13-8). بالاعتماد على ما تقدم يعاد كتابة المعادلات  0 ي

 كالآئر
𝜕 ln 𝐿∗

𝜕α
≡

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ exp(−𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1     = 0      …….(17) 

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕θ
≡ −

𝑛

𝜃
+

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖)

𝑛
𝑖=1 −  

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖) exp(−𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1 = 0 ……..(18) 

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝛽0
≡

1

𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝑢[𝑖]

𝑛
𝑖=1  = 0 ………..     (19) 

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝜎
≡ −

𝑛

𝜎
+

1

𝜎3(1−𝜌2)
∑ 𝑢[𝑖]

2𝑛
𝑖=1 = 0 ……….   (20) 

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕ρ
≡

𝑛𝜌

(1−𝜌2)
−

𝜌

𝜎2(1−𝜌2)2
∑ 𝑢[𝑖]

2𝑛
𝑖=1 = 0 ………. (21) 

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕𝛽1
≡

𝜃

𝜎2(1−𝜌2)
∑ 𝑧(𝑖)𝑢[𝑖]

𝑛
𝑖=1 = 0 ……….. (22) 

( تمثل معادلات الإمكان الأعظم المعدلة. لتحقيق الصيغة الخطية ل  22-17المعادلات )

exp(−𝑧(𝑖))   اض ان 𝒕(𝒊)يمكن استعمال اول حدين من متسلسلة تايلر بافتر = 𝐸[𝒛(𝒊)]  

 : ي
 كالآئر

exp(−𝑧(𝑖)) ≅ exp(−𝑡(𝑖)) + [𝑧(𝑖) − 𝑡(𝑖)] {
𝑑

𝑑𝑧
𝑒−𝑧}

𝑧=𝑡(𝑖)

 ......... (23) 

 : ي
ي يمكن إعادة كتابتها كالآئر

    والنر
exp(−𝑧(𝑖)) =  𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝒛(𝒊)      , 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏   (0      ......(24)  

 اذ أن: 
𝑎𝑖 = 𝑒−𝒕(𝒊)(1 + 𝒕(𝒊)) .........  (25) 

𝑏𝑖 = − {
𝑑

𝑑𝑧
𝑒−𝑧}

𝑧=𝒕(𝒊)

 .......... (26) 

𝑏𝑖  مع ملاحظة أن  ≥ ى )   i= 1,2,…, nلكل    0 يعاد كتابتهما بعد  ( 18( و)17. المعادلتير
ي كل منهما لتصبحا: 24تعويض المعادلة )

ى
 ( ف

𝜕 ln 𝐿∗

𝜕α
≡

𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1     = 0 ....... (27)  

𝜕 𝑙𝑛 𝐿∗

𝜕𝜃
≡ −

𝑛

𝜃
+

1

𝜃
∑ 𝑧(𝑖) −

1

𝜃
𝑛
𝑖=1 ∑ 𝑧(𝑖)(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖𝑧(𝑖))𝑛

𝑖=1   = 0 ......  (28) 

( نحصل على ما يسمى بتقديرات الإمكان الأعظم 22) –( 19(. و )28( , )27بحل المعادلات )
ة ولها تباين يساوي اقل ت ى ة بأنها غتر متحتر ي حالة العينات الكبتر

ى
ي تتصف ف

باين المعدلة والنر
ة بانها على  fully efficient, وانها كفؤة بالكامل   MVBمحدود  ي حالة العينات الصغتر

ى
, وف

 الاغلب كفؤة بالكامل, كما انها دوال صريحة بمشاهدات العينة وسهلة الحساب. 
:  𝜶نحصل على تقدير المعلمة  𝑧(𝑖)( وبعد التعويض عن 27من المعادلة ) ي

 وكالآئر
𝑛

𝜃
−

1

𝜃
∑  (

θ𝑎𝑖+𝑏𝑖(𝑥(𝑖)−α

θ
)𝑛

𝑖=1 = 0  ....... (29) 

 αوبالقيام ببعض العمليات الرياضية نحصل على تقدير 

α̂ =
∑ 𝑏𝑖𝒙(𝒊)

𝑛
𝑖=1 +∑ (1−𝑎𝑖)𝑛

𝑖=1 θ̂

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

   ............   (30) 
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 : ي
ي يمكن إعادة كتابتها كالآئر

 النر
α̂ = K + Dθ̂ .......  ...     (31) 

 اذ ان: 

    K =
∑ 𝑏𝑖𝒙(𝒊)

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

      and        D =
1

∑ 𝑏𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ (1 − 𝑎𝑖)
𝑛
𝑖=1  

واجراء بعض  𝒛(𝒊)( بعد التعويض عن قيمة  28نحصل عليه من المعادلة ) 𝜃المعلمة  تقدير 

ى ادناه  : العمليات الحسابية وكما مبير
∑ 𝑏𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − α̂)2 − [𝜃(𝑛𝜃 + ∑ (𝑥(𝑖) − α̂)𝑛

𝑖=1 ] − 𝜃 ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − α̂ … …     (32) 

: 31بما يساوي  ها وفق المعادلة ) 𝛂̂( يمكن إعادة كتابتها بعد التعويض عن 32المعادلة ) ي
 ( كالآئر

𝑛𝜃2 − 𝜃 ∑ (𝑥(𝑖) − 𝐾)𝑛
𝑖=1 (1 − 𝑎𝑖) + ∑ 𝑏𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑥(𝑖) − 𝐾)

2
= 0 .......       (33) 

:  32المعادلة ) ي
 ( يمكن كتابتها بصيغة أبسط كالآئر

𝐴𝜃2 − 𝐵𝜃 + 𝐶 = 0 ...........     (34) 

اض ان:  𝐵 ,بافتر = ∑ (𝑥(𝑖) − 𝑘)𝑛
𝑖=1 (1 − 𝑎𝑖) 𝐶 = ∑ 𝑏𝑖 (𝑥(𝑖) − 𝑘)

2𝑛
𝑖=1   ,  𝐴 = 𝑛 

 , أي أن:  θ( يمثل تقدير المعلمة 34الحل للمعادلة )فأن 

𝜃 =
𝐵+√𝐵2+4𝑎𝐶

2𝑎
 ...........   (35) 

ي المعادلة ) 𝑢[𝑖]نعوض عن قيمة  𝛽0وللحصول على تقدير المعلمة  
ى
( واجراء بعض 19ف

 : ي
 العمليات الحسابية كالآئر

1

𝜎2((1−𝜌2)
∑ 𝒚[𝒊] − 𝛽̂0 − 𝜌

𝜎

𝜃
(𝒙(𝒊) − 𝛼)𝒏

𝒊=𝟏  = 0  

𝛽̂0 = 𝑦̅ − 𝜌̂
𝜎̂

𝜃̂
( 𝑥̅ − 𝛼̂) ..........  (36) 

ي المعادلة ) 𝛽̂0بالتعويض عن  𝑢[𝑖]نعيد كتابة  σلإيجاد تقدير 
ى
( بما يساوي  ها بموجب 16ف

: 36المعادلة ) ي
 ( وكالآئر

𝑢[𝑖] = (𝑦[𝑖] − 𝑦) − 𝜌̂ (
𝜎̂

𝜃̂
) (𝑥(𝑖) − 𝑥) ………. (37) 

ى وأخذ المجموع لكل قيم حجم العينة نحصل على:  بيع الطرفير
 بتر

∑ 𝑢[𝑖]
2𝑛

𝑖=1 = ∑ [(𝑦[𝑖] − 𝑦) − 𝜌̂ (
𝜎̂

𝜃̂
) (𝑥(𝑖) − 𝑥) ]

2
𝑛
𝑖=1  ……  (38) 

ي المعادلة )38بتعويض المعادلة )
ى
نحصل على  ( واجراء بعض العمليات الحسابية20( ف

 المعادلة الآتية: 

∑ (𝑦[𝑖] − 𝑦̅)2𝑛
𝑖=1 − 2 ∑ (𝑦[𝑖] − 𝑦̅)𝑛

𝑖=1 ( 𝑥(𝑖) − 𝑥̅)𝜌̂
𝜎̂

𝜃̂
+

𝜌̂2𝜎̂2

𝜃̂2
∑ ( 𝑥(𝑖) − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1 − 𝑛𝜎2 +

𝑛𝜎2𝜌2 = 0 ………  (39) 

ة يمكن إعادة كتابتها بدلالة  ك للعينة ولكل من المعادلة الأختر و  𝑦[𝑖]التباين والتباين المشتر

𝑥(𝑖)  : ي
 وكالآئر

n𝑠2
𝑦 − 2𝑛𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑦 𝜃̂

𝑠2
𝑥𝜎̂

 .
𝜎̂

𝜃̂
+

𝑠2
𝑥𝑦𝜃̂2

𝑠4
𝑥𝜎̂2 .

𝜎̂2

𝜃̂2 𝑛𝑠2
𝑥 − 𝑛𝜎2 + 𝑛𝜎2 𝑠2

𝑥𝑦𝜃̂2

𝑠4
𝑥𝜎̂2 = 0 ……… (40) 
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ة يمثل تقدير  ى ادناه:  σوالحل للمعادلة الأختر  وكما مبير

𝜎̂ = [𝑠2
𝑦 +

𝑠2
𝑥𝑦

𝑠2
𝑥

(
𝜃̂2

𝑠2
𝑥

− 1)]

1

2
 ………. (41) 

ي المعادلة ر    𝑧(𝑖)و    𝑢[𝑖]نعوض عن قيمة  β1وللحصول على تقدير 
ى
( واجراء بعض 22)   قمف

 العمليات الحسابية لنحصل على المعادلة الآتية: 

∑ (𝑥(𝑖) − 𝛼)(𝑦[𝑖] − 𝛽̂0) − (𝑥(𝑖) − 𝛼)
2

𝛽̂1 = 0𝑛
𝑖=1  ……. (42) 

 :  β1وبحل تلك المعادلة نحصل على تقدير 

𝛽̂1 =
∑ (𝒙(𝒊)−𝛼̂)(𝒚[𝒊]−𝛽̂0)𝑛

𝑖=1

(𝒙(𝒊)−𝛼̂)
2      …………….  (43) 

( بعد التعويض عن مجموع مربعات (21نحصل عليه من المعادلة  𝜌تقدير معلمة الارتباط 
ك للعينة ولكل  𝒖[𝒊]الأخطاء العشوائية  , اذ يمكن إعادة كتابتها بدلالة التباين والتباين المشتر

 سابية لنحصل على الصيغة الآتية: بعد اجراء بعض العمليات الح 𝑥(𝑖)و  𝑦[𝑖]من 

[(
𝜎̂

𝜃̂
)

2
𝑆𝑥

2 + 𝜎̂2] 𝜌̂2 − 2 [(
𝜎̂

𝜃̂
) 𝑆𝑥𝑦] 𝜌̂ − [

𝑆𝑥𝑦
2

𝑆𝑥
2 (

𝜃̂

𝑆𝑥
2 − 1)] = 0 ……… (44) 

 : ي
ي يمكن إعادة كتابتها كالآئر

 والنر
𝑎𝜌̂2 − 𝑏𝜌̂ − 𝑐 = 0 ……..    (45) 

 اذ أن: 

      𝑎 = [(
𝜎̂

𝜃̂
)

2
𝑆𝑥

2 + 𝜎̂2] 𝑏 = −2 [(
𝜎̂

𝜃̂
) 𝑆𝑥𝑦]  ,  𝑐 = − [

𝑆𝑥𝑦
2

𝑆𝑥
2 (

𝜃̂

𝑆𝑥
2 − 1)]     

 وفق الصيغة الآتية:  𝜌( نحصل على تقدير المعلمة 45وبحل المعادلة )

𝜌̂ =
𝜃̂𝑆𝑥𝑦

𝜎̂𝑆𝑥
2  ………………….. (46) 

اض ان التوزي    ع الاحتمالىي للمتغتر تقديرات طريقة الإمكان ا لأعظم المعدلة تم اشتقاقها بافتر
ي  هو توزي    ع القيمة المتطرفة ولكن يمكن ان يكون أي توزي    ع احتمالىي اخر تفرضه  Xالتفستر

 . علينا البيانات قيد البحث

 Robust Empirical Likelihood Method  طريقة الامكان التجريبية الحصينة 2 -3
(REL)      

حة من قبل  ,  Owen  ,1988طريقة الإمكان التجريبية احدى طرائق التقدير اللامعلمية المقتر
اضات حول التوزي    ع 5] ي حالة عدم وجود افتر

ى
ي تعد بديل لطريقة الإمكان الأعظم ف

[, النر
ض أن هناك اوزان  الاحتمالىي لحدود الأخطاء العشوائية لأنموذج الانحدار. هذه الطريقة تفتر

(, وتهدف الى تقدير معاملات  i=1,2,…,nلكل مشاهدة من مشاهدات العينة )  𝑝𝑖احتمالية 
وب تلك  ي تعرف على انها مضى

انموذج الانحدار من خلال تعظيم دالة الإمكان التجريبية النر
ي يراد تقديرها, تلك 

ي ظل بعض القيود المتعلقة بمعاملات الانموذج النر
ى
الاوزان الاحتمالية ف

ي القيود تكون 
ى
مشابهة للمعادلات الطبيعية لطريقة المربعات الصغرى أو لمعادلات الإمكان ف
, الامر الذي يؤدي الى ان تكون هذه الطريقة حساسة جدا لعدم  ظل فرضية التوزي    ع الطبيعي

ح كل من  و  Ozdemirتحقق فرضية التوزي    ع الطبيعي أو وجود قيم شاذة أو متطرفة, لذلك اقتر
Arslan  ,2018[,6است,] عمال قيود محصنة مستعارة من دالة الهدف الخاصة بطريقة التقدير
ى طريقة الإمكان التجريبية وطريقة Mالحصينة    الحصينة.  M, بمعنى اجراء توفيق بير
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ى بالمعادلة ) اض 1لأنموذج الانحدار الخطي المبير ( تمثل الاوزان  i=1,2,…,nلكل )  𝑝𝑖( وبافتر
ي تكون غتر المعلومة وذات قيم  مختلفة لكل احتمالية لكل مشاهدة من مشاه

دات العينة والنر
𝑝𝑖مشاهدة وتحتاج الى التقدير, اذ أن  ≥ فأن طريقة الإمكان التجريبية المستعملة لتقدير  , 0

ي بتعظيم دالة الإمكان التجريبية 𝜎2و تباين المجتمع   𝛽معاملىي الانموذج  
تحت توفر   تقضى

ى ادناه: بعض القيود على عملي  ة التعظيم وكما مبير
𝐿𝐸𝐿(𝛽, 𝜎2) =  ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1 m …..…. (47) 

 تحت تحقق القيود الآتية: 
∑ 𝑝𝑖  = 1𝑛

𝑖=1        ……. (48) 

∑ 𝑝𝑖  ( 𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝑋𝑖 = 0 …… (49) 

∑ 𝑝𝑖  [(𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖)2 − 𝜎2] = 0𝑛
𝑖=1  ……..  (50)       

ي المعادلة )
ى
ي 47بأخذ اللوغاريتم لطرف

ى
( نحصل على لوغاريتم دالة الإمكان التجريبية كما ف

 المعادلة الآتية: 
𝐿𝑜𝑔𝐿(𝛽, 𝜎2) = 𝐿𝑜𝑔 ∏ 𝑝𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛

𝑖=1 (𝑝𝑖) …….. (51) 

𝑝𝑇تقدير الاوزان الاحتمالية  = [𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝑛]   ومتجه المعاملات𝛽𝑇 = [𝛽0 𝛽1]  والتباين

𝜎2  يتم من خلال تعظيم لوغاريتم دالة الإمكان التجريبية تحت تحقق القيود الثلاثة وفق ,
( , مشكلة التعظيم هذه يمكن حلها باستعمال طريقة مضاعف لاكرانج 50-48المعادلات )

 دالة لاكرانج وفق الصيغة الآتية: الامر الذي يتطلب صياغة 

𝐿 (𝑝, 𝛽, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) = ∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛
𝑖=1 (𝑝𝑖) − 𝜆0(∑ 𝑝𝑖 − 1) −𝑛

𝑖=1 𝑛𝜆1 ∑ 𝑝𝑖  (𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝑛

𝑖=1 𝛽) 𝑋𝑖 −

                                      𝑛𝜆2  ∑ 𝑝𝑖  [(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 − 𝜎2]𝑛

𝑖=1   ………..  (52) 

, 𝜆0اذ أن   𝜆1, 𝜆2  ∈ 𝑅      ي تمثل مضاعفات لاكرانج، عملية التقدير تتطلب أولا تقدير
النر

ومساواتها   𝑝𝑖( بالنسبة لكل  52المشتقة لدالة لاكرانج ) متجه الاوزان الاحتمالية من خلال اخذ 
   لك الاوزان وفق الصيغة الآتية: بالصفر لنحصل على تقدير ت

𝑝𝑖 =
1

𝜆0+𝑛𝜆1 (𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝑛𝜆2[(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)2−𝜎2]
       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛   ….. (53) 

ي المعادلة )
ى
𝜆0, نحصل على أن  i( لكل قيم 53بأخذ المجموع لطرف = 𝑛   إعادة ,  لذا يمكن

:  𝜆0كتابة تلك المعادلة بعد التعويض عن   ي
 وكالآئر

𝑝𝑖 =
1

𝑛( 1+𝜆1(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝜆2[(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)2−𝜎2]
        𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ….. (54) 

ي دالة الإمكان التجريب54بموجب الصيفة ) 𝑝𝑖 بالتعويض عن 
ى
دالة  ( لنحصل على51ية )( ف

,𝛽الهدف التالية بدلالة   𝜆1, 𝜆2, 𝜎2  :فقط 

𝐿 (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2) = − ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 1 + 𝜆1 (𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇 𝛽) 𝑋𝑖 + 𝜆2 [(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 −

𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛 ………    (55) 

 𝜎2و   𝛽بالنسبة لكل من متجه معاملات انموذج الانحدار   𝜆2و  𝜆1قيم مضاعفات لاكرانج 

 يمكن ان نحصل عليها من خلال مشكلة التصغتر الآتية: 

𝜆̂ (𝛽, 𝜎2) = 𝑎𝑟𝑔 min
𝜆

[− ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 𝜆0 + 𝜆1(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇 𝛽)𝑋𝑖 + 𝜆2[(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 −

𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛] …….(56) 
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𝜆اذ أن   = [𝜆1  𝜆2]( ليس لها حلول صريحة مما نحتاج 56, مع ملاحظة ان مشكلة التصغتر )

ي 
ى
الى الطرائق العددية لإيجاد الحلول لتلك المشكلة, وبتعويض تلك الحلول ف

𝐿 (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2) يبية نحصل على لوغاريتم دالة الإمكان التجر 𝐿 (𝜆̂ (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)  

, وتقدير الإمكان الأعظم  𝜎2والتباين   𝛽, هذه الدالة بدلالة متجه معاملات الانموذج  

 التجريبية لتلك المعلمات نحصل عليها بحل مشكلة التعظيم الآتية: 

(𝛽̂, 𝜎̂2) = 𝑎𝑟𝑔 max
(𝛽,𝜎2)

𝐿 (𝜆̂(𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)   ……..  (57) 

ة تحل باستعمال الطرائق العددية لعدم وجود حلول صريحة لها.   مشكلة التعظيم الأختر
ى  ح الباحثير

ى طريقة النقدير Arslan  ,2018 [,6و  Ozdemirاقتر و طريقة  M[, الدمج بير
ة بالقيود   الإمكان التجريبية باستبدال القيود الاعتيادية اللامعلمية وذلك للطريقة الأختر

  Mباستعمال معادلة طريقة 

∑ 𝑋𝑖𝑗𝜓 (
𝑌𝑖−𝛽0−𝛽1𝑋𝑖

𝜎̂
) = 0    ,   𝑗 = 0,1, … , 𝑘𝑛

𝑖=1  ……..   (58) 

ي معالجة تأثتر 
ى
ى لزيادة فاعلية طريقة الإمكان التجريبية ف هذا التعديل اعتمد من قبل الباحثير

عليها بطريقة الإمكان التجريبية الحصينة،  وأطلقموذج، القيم الشاذة على تقدير معاملات الان
ي حالة كون المتغتر 

ى
وهنا سنوظف هذه الطريقة لتقدير معاملات انموذج الانحدار الخطي ف

 . ي
ي عشوائ   التفستر

ي والثالث 47المبينة بالعلاقة ) دالة الإمكان التجريبية
( سيتم تعظيمها بعد استبدال القيدين الثائى

ى ) : 50( و )49العلاقتير ى ى الآتيير  ( بالقيدين الحصينير
∑ 𝑝𝑖  𝜑 ( 𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖

𝑛
𝑖=1 )𝑋𝑖 = 0 ……… (59) 

∑ 𝑝𝑖  𝜑[(𝑌𝑖 − 𝛽0 − 𝛽1𝑋𝑖)
2 − 𝜎2] = 0𝑛

𝑖=1  ………  (60) 

ي حالة دالة  φاذ ان 
ى
ايدة ف ى ي الأخطاء العشوائية وهي دالة غتر متر

ى
, ومتناقصة  Huberهي دالة ف

ي حالة دالة 
ى
ى لكل من معاملات الانموذج والتباين نحصل عليه من Tukeyف . التقدير الحصير

 خلال حل مشكلة التعظيم الاتية وباستعمال دالة لاكرانج: 

 𝐿 (𝑝, 𝛽, 𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) = ∑ 𝐿𝑜𝑔𝑛
𝑖=1 (𝑝𝑖) − 𝜆0(∑ 𝑝𝑖 − 1𝑛

𝑖=1 ) − 𝑛𝜆1 (∑ 𝑝𝑖  𝜑(𝑌𝑖 −𝑛
𝑖=1

𝑋𝑖
𝑇 𝛽) 𝑋𝑖 −  𝑛𝜆2 (∑ 𝑝𝑖  [𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇𝛽)2 − 𝜎2])𝑛
𝑖=1   ………    (61) 

ي طريقة الإمكان التجريبية فان عملية التقدير تتطلب 
ى
ي تم اتباعها ف

وبنفس الخطوات السابقة النر
  𝑝𝑖( بالنسبة لكل  61خلال اخذ المشتقة لدالة لاكرانج )أولا تقدير متجه الاوزان الاحتمالية من 

   ومساواتها بالصفر لنحصل على تقدير تلك الاوزان وفق الصيغة الآتية: 

𝑝𝑖 =
1

𝜆0+𝑛𝜆1 𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝑛𝜆2[𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)
2

−𝜎2]
     𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ….  (62) 

ي المعادلة )
ى
𝜆0, نحصل على أن  i( لكل قيم 62بأخذ المجموع لطرف = 𝑛   لذا يمكن إعادة  ,

:  𝜆0كتابة تلك المعادلة بعد التعويض عن   ي
 وكالآئر

𝑝𝑖 =
1

𝑛( 1+𝜆1𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖+ 𝜆2[𝜑(𝑌𝑖−𝑋𝑖

𝑇𝛽)
2

−𝜎2]
       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ……  (63) 

ي دالة الإمكان التجريبية )63بموجب الصيفة ) 𝑝𝑖 بالتعويض عن 
ى
دالة  ( لنحصل على61( ف

,𝛽الهدف التالية بدلالة   𝜆1, 𝜆2, 𝜎2  :فقط 

𝐿 (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2) = − ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛
𝑖=1 1 + 𝜆1 𝜑 (𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇 𝛽) 𝑋𝑖 + 𝜆2 [𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇𝛽)2 −

𝜎2] − 𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛 ……..  (64) 
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 𝜎2و   𝛽بالنسبة لكل من متجه معاملات انموذج الانحدار   𝜆2و  𝜆1قيم مضاعفات لاكرانج 

 يمكن ان نحصل عليها من خلال مشكلة التصغتر الآتية: 
𝝀̂(𝛽, 𝜎2) = 𝑎𝑟𝑔 min

𝜆
[− ∑ 𝐿𝑜𝑔 (𝑛

𝑖=1 𝜆0 + 𝜆1(𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖
𝑇 𝛽)𝑋𝑖) + 𝜆2[𝜑(𝑌𝑖 − 𝑋𝑖

𝑇𝛽)2 −

𝜎2] −  𝑛𝐿𝑜𝑔𝑛] ……(65) 

( ليس لها حلول صريحة مما نحتاج الى الطرائق العددية 65مع ملاحظة ان مشكلة التصغتر )

ي وبتعويض تلك ال المشكلة،لإيجاد الحلول لتلك 
ى
𝐿حلول ف (𝛽, 𝜆1, 𝜆2 , 𝜎2)  نحصل على

𝐿لوغاريتم دالة الإمكان التجريبية  (𝜆̂ (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)   هذه الدالة بدلالة متجه ,

, وتقدير الإمكان الأعظم التجريبية الحصينة لتلك  𝜎2والتباين   𝛽معاملات الانموذج  

 مشكلة التعظيم الآتية: المعاملات نحصل عليها بحل 

(𝛽̂, 𝜎̂2) = 𝑎𝑟𝑔 max
(𝛽,𝜎2)

𝐿 (𝜆̂ (𝛽, 𝜎2) , 𝛽 , 𝜎2)   ………    (66) 

ة تحل باستعمال الطرائق العددية لعدم وجود حلول صريحة لها.   مشكلة التعظيم الأختر

 التطبيق العملي  -4
ي الجانب التطب

ى
ي تم اعتمادها ف

ى بأمراض القلب اذ تم اختيار البيانات النر ي تتعلق بالمصابير
يقر

ي مستشقى غازي الحريري للجراحات  ( 30عينة عشوائية بحجم 
ى
( مريض من الراقدين ف

( وسكر  PCVالتخصصية ولكل مريض تم تسجيل قراءات كل من حجم كريات الدم الحمراء ) 
ى بالجدول ) RBSالدم )  ي تقدير   1( وكما مبير

ى
ي استعملت ف

ى  ( والنر العلاقة الخطية البسيطة بير
 (PCV ( كمتغتر استجابة و )RBS  ي اذ تم بناء انموذج انحدار خطي بسيط ( كمتغتر تفستر

ي الصيغة )
ى
ى ف ي وكما مبير

ي عشوائ  ي الجانب النظري اذ وصفت علاقة الانحدار 1بمتغتر تفستر
ى
( ف

ي : 
 بالأنموذج الائر

 PCV𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1RBS𝑖 + 𝑢𝑖       … … … … … (67)) 

 ( RBS( وسكر الدم )  PCVحجم كريات الدم الحمراء ) (  1جدول )
No. PCV RBS No. PCV RBS No. PCV RBC 

1 36 170 11 26 149 21 31 191 

2 23 136 12 27 348 22 30 182 

3 39 233 13 46 387 23 30 184 

4 22 96 14 32 202 24 27 124 

5 21 145 15 31 200 25 29 218 

6 25 188 16 29 199 26 27 143 

7 21 136 17 26 115 27 34 150 

8 25 141 18 33 158 28 29 153 

9 22 147 19 31 152 29 34 161 

10 41 310 20 29 193 30 32 209 

ي وفق العلاقة )
اض ان متغتر الاستجابة 67انموذج الانحدار العشوائ   PCV( تم بناءه على افتر

ي يتوزع وفق التوزي    ع الطبيعي وان ا يتوزع وفق توزي    ع القيمة المتطرفة اما  RBSلمتغتر التفستر
ي فأنها تتبع التوزي    ع الطبيعي وبشكل مستقل بمتوسط يساوي الصفر 

حدود الخطأ العشوائ 
𝜎2(1وتباين ثابت يساوي  − 𝜌2) ى تم اجراء اختبار حسن اضير

. للتحقق من هذين الافتر

ين الاستجابة والت ي، اذ تم استعمال اختبار مرب  ع كاي لحسن المطابقة لكل من المتغتر فستر
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( تم PCV. فبالنسبة لبيانات متغتر الاستجابة )Chi-Squared Goodness of Fitالمطابقة 
 :اختبار الفرضية الآتيةتخضع للتوزي    ع الطبيعي مقابل عدم خضوعها لهذا التوزي    ع اختبار هل 

𝐻0: 𝑃𝐶𝑉~𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡.  
𝐻1: 𝑃𝐶𝑉 ≁ 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑖𝑠𝑡. 

ي الجدول )
ى
 P-Valueقيمة الاحتمالية ( أذ تشتر تلك النتائج الى ان ال2نتائج الاختبار مبينة ف

، وبذلك لا ترفض فرضية العدم 0.05المرافقة لهذا الاختبار هي أكت  من مستوى المعنوية 
، و  PCVبمعنى أن بيانات المتغتر 

ً
 طبيعيا

ً
( يوضح المدرج التكراري 1الشكل )تتوزع توزيعا
 .  التوزي    ع الطبيعي لبيانات هذا المتغتر

 ومنحنى
ي  فقد تم اختبار فيما إذا كانت تتبع توزي    ع القيمة  RBSأما بالنسبة لبيانات المتغتر التفستر

 المتطرفة وحسب الفرضية الآتية: 
𝐻0: 𝑅𝐵𝑆~𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 𝑑𝑖𝑠𝑡. 
𝐻1: 𝑅𝐵𝑆 ≁ 𝐸𝑥𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒𝑑𝑖𝑠𝑡.  

ي الجدول )
ى
ي هي أكت  2نتائج هذا الاختبار مبينة ف

( اذ تشتر القيمة الاحتمالية لهذا الاختبار والنر
الى قبول فرضية العدم بمعنى ان بيانات هذا المتغتر تتبع توزي    ع  0.05من مستوى المعنوية 

. ( يوضح المدرج ال2القيمة المتطرفة والشكل )  تكراري ومنحنى التوزي    ع لبيانات هذا المتغتر
 PCV(: اختبار مرب  ع كاي لحسن المطابقة لمتغتر الاستجابة 2جدول )

ي   RBSوللمتغتر التفستر

 PCV RBS 

Statistic 1.46667 6.26667 

P-Value 0.916884 0.281129 

Parameters 𝜇 = 29.6;  𝜎 = 5.75384 𝛼 = 157.785;  𝜃 = 41.8356 
 

 
 

(: المدرج التكراري ومنحنى توزي    ع 2شكل )
ي   RBSالقيمة المتطرفة للمتغتر التفستر

(: المدرج التكراري ومنحنى 1شكل )
 PCVالتوزي    ع الطبيعي لمتغتر الاستجابة 

ى بالعلاقة  ي المبير
سيتم الاعتماد على طرائق  (67)لتقدير معاملىي انموذج الانحدار العشوائ 

ى يلخص نتائج التقدير، من تلك النتائج نجد ان  (2)التقدير موضوع البحث. الجدول   الطريقتير
ي 
 ،0.05ولمستوى معنوية  Fافرزت نماذج مقدرة معنوية وذلك بالاعتماد على المؤش  الاحصائ 

يكما انها اتفقت على ان هناك تأثتر طردي للمتغتر  ي  التفستر
على متغتر الاستجابة  RBSالعشوائ 

PCV ى النماذج  ةوان قيمة هذا التأثتر متقارب أما معياري حسن المطابقة ودقة  المقدرة،بير
. من الجدير فقد اشارت الى افضلية طريقة الإمكان الأعظم المعدلة RMSEو  R2التقدير 

ي واحد   R2بالملاحظة أن القيمة المنخفضة لمعامل التحديد  كانت نتيجة لاعتماد متغتر تفستر
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ي سكر الدم )
ي انموذج ( اRBSوالمتمثل بالمتغتر العشوائ 

ى
ذ هناك عوامل أخرى لم يتم تضمينها ف

ي لها تأثتر على تحديد حجم كريات الدم الحمراء، لذا يمكن اعتمار قيمة هذا المعيار 
الانحدار والنر

 مقبولة بالنسبة لنموذج الانحدار المقدر موضوع البحث. 
ذج الانحدار بناءا على ما تقدم وبالاعتماد على تقديرات طريقة الإمكان الأعظم فان انمو 

 : ي
ي المقدر يكون كالآئر

 العشوائ 
PCV𝑖 = 28.0954 + 0.05963RBS𝑖  …….. (68) 

ي   (3)جدول 
 MMLE  ,RELE: نتائج تقدير طرائق التقدير لأنموذج الانحدار العشوائ 

 Estimated parameters F statistic R2 RMSE طريقة التقدير 

MMLE 𝛽0 
𝛽1 

28.0954 
0.05963 

21.71965* 43.68% 4.469 

RELE 𝛽0 
𝛽1 

16.09 
0.07443 

19.369* 40.89% 4.578 

  PCV : القيم الحقيقية والتقديرية بطريقة الإمكان الأعظم المعدلة لمتغتر الاستجابة(4)جدول 
No. Real 

value 

Estimated 

value 

No. Real 

value 

Estimated 

value 

No. Real 

value 

Estimated 

value 

1 36 30.494 11 26 27.155 21 31 29.839 

2 23 25.485 12 27 27.573 22 30 26.738 

3 39 28.050 13 46 27.751 23 30 27.036 

4 22 27.692 14 32 28.228 24 27 27.394 

5 21 30.137 15 31 31.091 25 29 37.113 

6 25 30.017 16 29 28.765 26 27 27.513 

7 21 29.481 17 26 26.738 27 34 39.379 

8 25 29.600 18 33 32.522 28 29 41.705 

9 22 26.022 19 31 24.353 29 34 30.673 

10 41 31.627 20 29 27.274 30 32 30.554 

 

ي والمقدر3شكل )
ي لمنحنى الانحدار الحقيقر

 ( : الرسم البيائى
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 مناقشة نتائج التطبيق العملي 
ي والذي يمثل 

تم مناقشة تقدير انموذج الانحدار الخطي البسيط بمتغتر توضيحي عشوائ 
ى حجم كريات الدم الحمراء )  (  RBS( كتغتر استجابة و وسكر الدم )  PCVالعلاقة الخطية بير

اضات الأساسية لأنموذج الانحدار كمتغتر تفستر  , ولكون هذا الانموذج يخالف الافتر ي
ي عشوائ 

ي تم تطبيقها من 
ى الأولى طريقة الإمكان الأعظم المعدلة والنر ى حصينتير تم استعمال طريقتير

، والطريقة الثانية هي طريقة الإمكان  ي
ي تقدير معاملات أنموذج الانحدار العشوائ 

ى
ى ف قبل الباحثير

ي تقدير معاملات انموذج الانحدار موضوع التجريبية 
ى
ي تم توظيفها من قبلنا ف

الحصينة والنر
ي عملية تقدير هذا الانموذج وانما استعملت 

ى
البحث، اذ حسب علمنا لم يتم استعمالها سابقا ف

ي حالة احتواء مشاهدات 
ى
ي من بعض المشاكل القياسية وف

ي تعائى
ي تقدير نماذج الانحدار النر

ى
ف

 شاذة او متطرفة. العينة على قيم 
 من خلال التطبيق العملىي وفيما يتعلق بعينة البحث تفوق طريقة الإمكان الأعظم المعدلة 

ى تبير
, وبالرغم من هذا التفوق RMSEو  R2بالاعتماد على معياري حسن المطابقة ودقة التقدير 

ى طرائق التقدير بالنسبة لقيمة معياري المفاضلة وكذ لك بالنسبة نجد ان هناك تقارب كبتر بير
ى  للقيمة التقديرية لتأثتر سكر الدم على حجم كريات الدم الحمراء وطبيعة العلاقة الطردية بير

ين، هذا التقارب يقودنا الى الاستنتاج بفاعلية   طريقة الإمكان التجريبية الحصينة.  هذين المتغتر
ي تقدير انموذج استنادا على ما تقدم، يمكن استعمال طريقة الإمكان التجريبية الحصينة 
ى
ف

ي كونها أسهل من حيث التطبيق من طريقة الإمكان الأعظم المعدلة، كما انها 
الانحدار العشوائ 

اضات خاصة بالتوزي    ع الاحتمالىي لكل من حدود الخطأ العشو 
ي والمتغتر لاتستند على افتر

ائ 
 . ي
 التوضيحي العشوائ 
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